CALCULO FINANCEIRO

Capitulo Il - Rendas financeiras

Enguadramento

= Regime de Juro Composto

= Sabe-se que utilizando o fator de atualizacdo (1+i)™"
ou o de capitalizacdo (1+i)" é possivel movimentar

no tempo um capital de cada vez.




Conceito de renda

= Conjunto de capitais (termos) que ocorrem em
intervalos de tempo iguais (equidistancia
temporal).

= N3o interessa que os diferentes capitais (os
termos) sejam de igual montante.

= A periodicidade da renda é definida pelo periodo
de tempo entre dois termos consecutivos.

Conceito de renda

Para definir uma renda é preciso saber:

= 0 momento de referéncia;

o momento de vencimento do primeiro termo;

0 numero de termos;

o valor de cada termo;

o intervalo de tempo (constante) entre os
termos.




Representacao de uma renda

Termos t, t, (...

0 (origem) 1 2 3 (. . .)

Representacao de uma renda

€200 €200 €200 €200 €200




Contar termos de uma renda

€200 €200 ... €200 €200
| | | | | |
I | | | | |
267 268 .. 342 343
Tempo

Contar termos de uma renda

momento em momento em
Nn= queocorreo — queocorreo +1
ultimo capital  primeiro capital




Contar termos de uma renda

€200 €200 ... €200 €200
| | | | | |
| | | | | |
267 268 ... 342 343
momento em momento em
Nn= queocorreo - gqueocorreo +1
ultimo capital  primeiro capital
9
Contar termos de uma renda
€200 €200 .. €200 €200
I I | | | |
| I ] | | |
267 268 ... 342 343
n= 343 - 267 +1
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Contar termos de uma renda

€200 €200 ... €200 €200
| l l l l l
| | | | | |
267 268 .. 342 343
n= 77
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Contar termos de uma renda

€200 €200 €200 €200 €200
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Valor atual de uma renda

0 1 2 3 (---) n-1 n

Vo= L. (1+) T + 4. (14) 2 + . (1+)3 + L+ ) (1+) 0D + £ (1)

14

Valor acumulado de uma renda

Vo=t (1H)OD + £y (1+)02) + 5, (1403 + L+t (T+) +

n € o momento em que
ocorre o ultimo termo




Tipos de rendas

» Quanto a sua duracao:
» TEMPORARIAS
O numero de termos é finito.

» PERPETUAS
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Tipos de rendas

» Quanto a sua duracao:
- TEMPORARIAS

€12 €33 €34 (...) €45
1 1 1 1 1

1 1 1 1

0 1 2 3

= PERPETUAS

€12 €33 €34 (.)

(...) n-1

iy
=5 -w
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Tipos de rendas

» Quanto ao periodo da renda:
= INTEIRAS

A periodicidade da renda corresponde ao periodo
da taxa de juro efetiva envolvida

= FRACIONADAS
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Tipos de rendas

» Quanto ao periodo da renda:
= INTEIRAS

€1.000 €1.000 €1.000 (...)  €1.000 (i mensal)

0 1 2 3 (---) 34 meses

= FRACIONADAS
€2.000 . €2.500 (i anual)

1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 meses




Tipos de rendas

» Quanto ao valor dos termos:
= CONSTANTES

= VARIAVEIS

19

Tipos de rendas

» Quanto ao valor dos termos:
= CONSTANTES

€1 .900 €1 .|000 €1|.000 (-..) €‘l .000
1 1 1 1 1
0 1 2 3 (-..) 34
= VARIAVEIS
€1 .(I)OO €7|50 €3|20 (-..) €2:|58
1 1 | ] 1 1
0 1 2 3 (...) 103
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Tipos de rendas

» Quanto ao momento de referéncia:
= IMEDIATAS

= DIFERIDAS

21

Tipos de rendas

» Quanto ao momento de referéncia:
= IMEDIATAS
€1.000 €1.000 €1.000 (..) €1.000

0 1 2 3 (..) 34

= DIFERIDAS

€1.000 (...) €1.000

0 1 2 3 () 34
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Tipos de rendas

» Quanto ao vencimento dos termos:
= NORMAIS (OU POSTECIPADAS)

= ANTECIPADAS

24

Tipos de rendas

» Quanto ao vencimento dos termos:

= NORMAIS (OU POSTECIPADAS)
€1.000 €1.000 €1.000 (...) €1.000 €1.000

0 1 2 3 () 34 35

= ANTECIPADAS
€1.IOOO €1.000 €1.000 €1.000 (...) €1.000

0 1 2 3 (...) 34 35
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Quadro Resumo

Duracdo Periodo Valor dos Termos | Referéncia | Vencimento dos termos
. Marmal
Imediatas 2
c Antecipado
onstantes
Diferidas HIEUGEL
Antecipado
. Marmal
lmediatas Eniecinadn
Inteiras “araveis [PA) B
Diferidas oL
Antecipado
. Marmal
Irmediatas Entecinadn
Vatigveis (P3) g
o Marmal
Diferidas z
ad Antecipado
Temporarias
. Marmal
Imediatas 2
c Antecipado
onstantes
Diferidas Hormel
Antecipado
. Mormal
Imediatas Ariecinad
Fraccionadas Wariaveis (PA) MLECIpaCco
Diferidas Hormal
Antecipado
. Marmal
Imediatas Entecinadn
Yaridveis (PG) £
Diferidas RIS
Antecipado
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Quadro Resumo

Duracgio Periodo Valor dos Termos | Referéncia | Vencimento dos termos
. Marmal
Imediatas =
Antecipado
Constantes
Diferidas hommal
Antecipado
. Marmal
Imetlilze Antecipadao
Inteiras Wariaveis [PA) 2
Diferidas HelmEL
Antecipado
. Mormal
Imediatas Fntecinad
Variaveis (P3) MIECIparn
o Marmal
Diferidas 2
Parms Antecipada
erpetuas
. Mormal
Imediatas 2
c Antecipado
onstantes
Diferidas FISUGREL
Antecipado
. Marmal
Imediatas Fntecinad
Fraccionadas “Wariaveis (P IIIECIPAT
Diferidas hommal
Antecipado
. Marmal
Imetlilze Antecipadao
Wariavels (PG) a
Diferidas RlexmeL
Antecipado




Nao interessal!!l
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SO nos interessa saber se:
= TEMPORARIAS ou PERPETUAS
- CONSTANTES ou VARIAVEIS

= INTEIRAS

= basta converter a taxa das fracionadas

= IMEDIATAS e de TERMOS NORMAIS

» basta atualizar/capitalizar através de

(1+) "/ (1+i)"

28
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RENDAS
TEMPORARIAS

Termos constantes

30

Valor atual

Vo=t (1)1 + . (14)2 + t5.(14)3 + o+ b (TH)OD + £ (1+) 7

mas como t1 =t2=t3=... = tn-1=tn = “t”, vem que:




Valor atual

Taxa de
juro
N.° de termos (na ptea]:;tcli‘i,;dade
(ou capitais da da renda)

renda)

31

Valor atual: renda constante

1) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €100 €400 €190 €400
. } } } | ! ! |

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual: renda constante

1) Considere uma taxa de juro efetiva anual de 26,82417946%

€100 €100 €100 €100 €100

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual: renda constante

2) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €100 €100 €100 €100

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?

34



Valor atual: renda constante

3) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €100 €100 €100 €100

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual: renda constante

4) Considere uma taxa efetiva mensal de 2%

€100 €150 €100 €150 €100 ... €150 €100

0 1 2 3 4 69 70 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?

36



Valor atual: renda constante
€100 €100 €100 €100
A | I i i I i | |
0 1 2 3 4 69 70 meses
€150 €150 €150
B | | l I ! } | |
0 1 2 3 4 69 meses
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Valor atual: renda constante

€100 €100 €100 €100
A : : : I I | I
0 1 2 3 4 69 70 meses
0 1 2 35 bimestres




Valor atual: renda constante
€100 €100 €100 €100
A | | | | I I | I
0 1 2 3 4 69 70 meses
0 1 2 35 bimestres
39
Valor atual: renda constante
€150 €150 ... €150
B | | | | | : | |
0 1 2 3 4 69 meses
0 1 2 3 68 meses
0 1 34 bimestres
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Valor atual: renda constante

€150 €150 ... €150
B | | | : | : | |
0 1 2 3 4 69 meses
0 1 2 3 68 meses
0 1 34 bimestres
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Valor atual: renda constante

A V§ = €1.956,367291

+ Vo = €4.796,609248

B Ve = €2.840,241957
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Valor acumulado: renda constante

1) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€800 €100 €400 €190 €400
I } I I ! ! | }

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor acumulado da renda no momento 5?
ou
Qual é o capital equivalente no final do prazo?

43

Valor acumulado: rendas constantes

Como V, = V,.(1+i)" vem que:
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Valor acumulado: rendas constantes

Como V= V,.(1+i)" vem que:
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Valor acumulado: renda constante

1) Considere uma taxa de juro efetiva anual de 26,82417946%

€100 €100 €100 €100 €100

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor acumulado da renda no momento 5?
ou
Qual é o capital equivalente no final do prazo?
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Valor acumulado: renda constante

2) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €100 €100 €100 €100

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor acumulado da renda no momento 4?
ou
Qual é o capital equivalente no final do prazo?
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Valor acumulado: renda constante

3) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €100 €100 €100 €100

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor acumulado da renda no momento 7?
ou
Qual é o capital equivalente no final do prazo?
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Valor acumulado: renda constante

3) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €100 €100 €100 €100

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor acumulado da renda no momento 7?
ou
Qual é o capital equivalente no final do prazo?
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Valor acumulado: renda constante

4) Considere uma taxa efetiva mensal de 2%

€100 €150 €100 €150 €100 ... €150 €100

0 1 2 3 4 69 70 meses

Qual é o valor acumulado da renda no momento 70?
ou
Qual é o capital equivalente no final do prazo?
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RENDAS
TEMPORARIAS

Variaveis
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Rendas temporarias

= TERMOS VARIAVEIS
= Sem regularidade matematica dos termos;
= Com termos em progressao aritmetica;
= Com termos em progressao geometrica.




RENDAS
TEMPORARIAS

Sem regularidade
matematica

53

Termos sem regularidade

» Efetua-se o calculo (atualizar/capitalizar)
termo a termo para a data de analise!

€100 €37 €11 €143 €20 (i mensal = 3%)

0 1 2 3 4 5 6 7 meses
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RENDAS
TEMPORARIAS

Em progressao
aritmetica

55

TERMOS EM P. ARITMETICA

r é a RAZAO da progressio aritmética
t 13 t3 ty ts tn—1 tn

t+r t+2r t+3r  t+4r ... t+(n-2)xr t+(n-1)xr
| | | | |

t
| 1

1 1 | ]
1 2 3 4 5 n-1 n

A RAZAO tanto pode ser maior que 0 ou menor que 0.
Ser <0, entdao o n.° de termos possiveisén=t+|r|

(é 6bvio que quando a razao é zero os termos sao
constantes...)
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TERMOS EM P. ARITMETICA

iy t2 i3 Ly ts th—1 tn

t t+r t+2r t+3r t+4r ... t¥(n-2)xr t+(n-1)xr
L 1 1 1 1 | | |
I | 1 1 T 1 1 1
0 1 2 3 4 5 ... n-1 n

A RAZAO é dada pela diferenga constantes de 2 termos
consecutivos:

tz—t1=t3— t2=t4—t3= t5—t4,= =tn— tn_1=r
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Valor atual com termos em PA

Vo= t.(1+i) 1 + (t+r).(1+i)2 + (t+2.r).(1+i)3 + ... + [t+(n-2).r].(1+) "D + [t
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Valor atual com termos em PA
Vo= L(1HI) T+ (tr).(1+i)2 + (t+2.r).(1+i)3 + .+ [tH(n-2).r].(1+i) D + [t
Valor atual com termos em PA
1) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%
€100 €80 €148r ar3y a+do
—t—t———
0 1 2 3 4 5 7 meses
Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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60



Valor atual com termos em PA

1) Considere uma taxa de juro efetiva anual de 26,82417946%

€100 €120 €140 €160 €180

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual com termos em PA

Determinar o valor de um termo qualquer em PA:

€100 €120 €140 €160 €180 .. €7?

0 1 2 3 4 5 .. T75meses
T, =T, +7r X (k—p)

T, =T;+ 1 %X (75— 3)

T,s = €140+ €20 x (75 — 3) = €1.580
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Valor atual com termos em PA

Determinar o valor de um termo qualquer em PA:

€100 €120 €140 €160 €180 .. €7

0 1 2 3 4 5 .. T5meses
T, =T,+7r X (k—p)

T; =T, +1 X (3—75)

T; =€1.580+ <20 x (3—75) =€140
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Valor atual com termos em PA

2) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €90 €80 €70 €60

1 |
1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual com termos em PA

2) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €90 €80 €70 €60

: ! | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Valor atual com termos em PA

3) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €85 €70 €55 €40

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?




Valor atual com termos em PA

4) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

69 70 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor acumulado em PA

Como V= V;.(1+i)" vem que:
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RENDAS
TEMPORARIAS

Em progressao
geometrica

70

Termos em progressdo geométrica

r é a RAZAO da progressio geométrica
t 13 t3 ty ts tn—1 tn

t txrl  txrz  txrd  txrt ... txrn-2) ¢xrm-1)
L 1 1 1 | | | ]

1

1

2 3 4 5 n-1 n

A RAZAO é dada pelo quociente constante de 2 termos
consecutivos:

t, t3 _ ty _ts _ _ tn

ty tp ty ty T tpg




Valor atual com termos em PG

Vo= tX(1+i)1 + txrx(1+i)2 + txr2x (1+i)3 + ... + txr(+2x
X(14i) D + txr(-Dx (1+i)™"
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Valor atual com termos em PG

1) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €110 €121 €133,1 €146,41

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual com termos em PG

1) Considere uma taxa de juro efetiva anual de 26,82417946%

€100 €110 €121 €133,1 €146,41

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual com termos em PG

Determinar o valor de um termo qualquer em PG:

€100 €110 €1211 ... €?

0 1 2 3 4 75 meses
T =T, x rk=P)

T, =Ty X 17573

T,e =€121,1x 1,107573) = €115.722,4
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Valor atual com termos em PG

Determinar o valor de um termo qualquer em PG:

€100 €110 €1211 ... €?

0 1 2 3 4 75 meses

T =T, x k=P

Ty = Tys x 3775

T, = €115.722,4113 x 1,1(7573) = €12

75

Valor atual com termos em PG

2) Considere uma taxa mensal de 2%

€100 €110 €121 €133,1 €146,41

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual com termos em PG

2) Considere uma taxa mensal de 2%

€100 €110 €121 €133,1 €146,41

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual com termos em PG

3) Considere uma taxa mensal de 2%

€100 €110 €121 €133,1 €146,41

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor acumulado em PG

Como V= V.(1+i)" vem que:
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Caso particular da PG

r=(1+1)

€100 €110 €121 €133,1 €146,41

0 1 2 3 4 5 6 7

Considere uma taxa de 10% ao periodo (i = 0,1)

r=1+0,1=1,1

= .t (1+i)

80



81

RENDAS
PERPETUAS

Termos
constantes
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RENDAS PERPETUAS

= Termos constantes

€1.000 €1.000 €1.000 €1.000 €1.000
1 1 1 1 | |

. €1.000

0 1 2 3 4 5

1) Calcule o valor atual do ultimo termo:

1.1) Considere uma taxa mensal de 10%
1.2) Considere uma taxa mensal de 20%

100 meses




Valor atual: renda constante

Como (1+i)— 0, vem que:
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Valor atual: renda constante

Nao faz sentido falar de valor acumulado...
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Valor atual: renda constante

1) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €100 €100 €100 €100 €100...

| | | | | | | >
I 1 1 1 I I ' e

0 1 2 3 4 5 6 © meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?

85

Valor atual: renda constante

1) Considere uma taxa de juro efetiva anual de 26,82417946%

€100 €100 €100 €100 €100 €100...

| 1 1 1 | | | .
1 1 || | ] L] L] Ll =

0 1 2 3 4 5 6 © meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual: renda constante

2) Considere uma taxa de juro efetiva anual de 26,82417946%

€100 €100 €100 €100 €100 €100...

| | | | | | | >
I 1 1 1 I I ' e

0 1 2 3 4 5 6 © meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual: renda constante

3) Considere uma taxa de juro efetiva anual de 26,82417946%

€100 €100 €100 €100

| 1 1 1 | | | .
1 1 || | ] L] L] Ll =

0 1 2 3 4 5 6 © meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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89

RENDAS
PERPETUAS

Termos
variavelis
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Rendas perpétuas

« TERMOS VARIAVEIS

= Com termos em progressao aritmeética;
= Com termos em progressao geometrica.




RENDAS
PERPETUAS

Com termos em
progressao aritmeética
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Termos perpétuos em PA

r é a RAZAO da progressio aritmética
ty iy t3 iy ts tn

t+r t+2r t+3r  t+4r ... t+(n-1)xr
| | | |

1
1
2 3 4 5 .. n o0

v

t
l
I 1
1

A RAZAO tanto pode ser maior que 0 ou menor que 0.
Ser <0, entdao o n.° de termos possiveisén=t+|r|

(é 6bvio que quando a razao é zero os termos sao
constantes...)
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Valor atual com termos perpétuos em |

Como (1+i)” — 0, vem que:

Valor atual com termos em PA

1) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €80 <€t#@r a3 a+do

0 1 2 3 4 5 © meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?

94



Valor atual com termos em PA

1) Considere uma taxa de juro efetiva anual de 26,82417946%

€100 €80 <€t4@r a3y a+do

0 1 2 3 4 5 © meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual com termos em PA

3) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 2%

€100 €120 €140 €160

| 1 1 1 | | 1 .
1 1 1 1 | ”

0 1 2 3 4 5 6 © meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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RENDAS
PERPETUAS

Com termos em
progressao geomeétrica
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Termos em progressdo geométrica

r é a RAZAO da progressio geométrica
t t, ts ty ts tn

txr! txrz  txrd  txrt ... txrn-1)

t

| | | | | |
I 1 1 1 1 1 1

1

2 3 4 5 .. n o0

A RAZAO é dada pelo quociente constante de 2 termos
consecutivos:
tp _tz3 _ty _ts

] =r

51 %} i3 ty




Valor atual com termos em PG

Como (1+i)” — 0, vem que:

ser>(1+i),

Valor atual com termos em PG

1) Considere uma taxa de juro efetiva mensal de 12%

€100 €110 €121 €133,1 €146,41 ...

| 1 1 1 | | o
1 1 || | ] L] L] =

0 1 2 3 4 5 © meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual com termos em PG

2) Considere uma taxa mensal de 12%

€100 €110 €121 €133,1 €146,41

L I I L l
I 1 1 | 1 >

0 1 2 3 4 © meses

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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Valor atual com termos em PG

3) Considere uma taxa mensal de 12%

€100 €110 €121 €133,1 ...

0 1 2 3 4 5 6 © meses

»
»

Qual é o valor atual da renda no momento 0?
ou
Qual é o capital equivalente no momento 0?
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